Богданов В. В.   Дифузія в кристалах

_______________________________________________________________________________________________
Кінетика дифузії

_______________________________________________________________________________________________

2.3. Рівняння дифузії, що описує нестаціонарний дифузійний потік
Перше рівняння Фіка описує стаціонарний дифузійний потік, коли градієнт концентрації речовини з часом не змінюється і концентрація в кожній точці є сталою 
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. Така ситуація реалізується рідко, оскільки дифузійний процес, як правило, супроводжується вирівнюванням концентрації, тобто зменшенням її градієнта.

Загальніший випадок, коли стаціонарний стан не досягнуто і 
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, описується 2-м рівнянням Фіка, яке одержують, записавши баланс речовини для нестаціонарного дифузійного потоку: швидкість зміни кількості речовини в даному елементі об’єму є різницею між вхідним і вихідним потоками речовини.
Щоб математично оформити таке твердження, розглянемо нестаціонарний дифузійний потік уздовж осі Х і дві перпендикулярні йому одиничні площини, що знаходяться на відстані dх одна від одної.
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Позначимо j1 та j2 відповідно вхідний і вихідний потоки відносно об’єму dх. Концентрація речовини змінюється тільки вздовж осі Х: N = N(x, t). 

Для визначеності припустимо, що потік спадає уздовж осі Х, тобто j1 > j2 . Тоді кількість речовини в об’ємі dх збільшуватиметься із часом. Якщо за час dt концентрація в об’ємі dx збільшиться на dN, то швидкість збільшення кількості речовини в цьому об’ємі 
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dх  дорівнює різниці вихідного і вхідного потоків:
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dх = j2 – j1 = –dj.

Оскільки координата і час є незалежними змінними, переходячи до частинних похідних, одержимо рівняння балансу речовини
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Підставляючи в нього вираз для потоку (2.1), одержимо другий закон Фіка – закон збереження речовини
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У загальному випадку закон збереження речовини у формі рівняння безперервності має вигляд:
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Якщо коефіцієнт дифузії є функцією координати (у зв’язку з неоднорідністю речовини й залежністю коефіцієнта дифузії від концентрації), рівняння (2.8) не піддається аналітичному розв’язанню. За певних крайових умов воно може бути розв’язане графічним методом, із яким ми ознайомимося пізніше.

У разі, коли координатну залежність коефіцієнта дифузії можна знехтувати (наприклад, у разі дифузії ізотопу в однорідній речовині), 2-ге рівняння Фіка набуває вигляду
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(2.9)

або в тривимірному випадку
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 – оператор Лапласа.

У такій формі рівняння Фіка розв’язується аналітично. Розв’язати це рівняння означає визначити концентрацію як функцію координати і часу N(x,t) для конкретних початкових і крайових умов. Тоді, експериментально одержуючи кінетичну залежність N(x,t), можна обчислити значення коефіцієнта дифузії.

Початкові умови полягають у завданні значень концентрації у вихідний момент часу. Крайові умови описують поводження концентрації на кінцях координатного інтервалу. 

Аналіз дифузійних задач істотно полегшується у розгляді граничних випадків крайових умов: дифузії в необмеженому й напівобмеженому тілі. У цьому випадку розподіл концентрації, що встановлюється в тілі внаслідок дифузії, залежить лише від початкового її розподілу N(x,t)|t=0 = N(x,0).

Розглянемо необмежене тіло, –( < x < +(, із заданим початковим розподілом концентрації

N(x,0) = f(x).

Знайдемо, яким буде розподіл концентрації N(x,t), що встановиться в тілі на момент часу t у процесі дифузії, яка відбувається відповідно до другого закону Фіка (2.9).

Диференціальне рівняння (2.9) розв’язуємо за методом Фур’є розділення змінних. Шукаємо його частинний розв’язок у вигляді добутку двох функцій, одна з яких залежить тільки від координати X(x), а друга – тільки від часу T(t):  N(x,t) =X(x)T(t). Підставляючи цей розв’язок у (2.9) і розділяючи змінні, одержимо:
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Рівність двох функцій, що мають незалежні змінні, може мати місце лише в одному випадку: якщо вони тотожно дорівнюють константі. Позначивши константу (, запишемо для лівої частини (2.10)
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Інтегруючи, одержимо

T(t) = (exp((Dt),

де ( – константа інтегрування.

Щоб цей розв’язок мав фізичний сенс, необхідно вимагати, щоб ( була негативною константою, інакше функція T(t), а разом з нею і концентрація N(x,t) із часом необмежено зростатиме. Замінивши ( ( –(2, запишемо

T(t) = (exp(–(2Dt).
(2.11)

Відповідно для правої частини (2.10) маємо
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Це є рівнянням Лапласа, яке має розв’язок у вигляді

X(x) = (cos((x) + (sin((x),

де ( і  ( – константи інтегрування.

Таким чином, частинний розв’язок рівняння (2.10) має вигляд

N(x,t) = (exp(–(2Dt)[(cos((x) + (sin((x)] =

= exp(–(2Dt)[Acos((x) + Bsin((x)],


(2.12)

де A = ((, B = ((. При цьому А і В можуть бути довільними функціями (.

Загальний розв’язок лінійного рівняння (2.10) можна представити у вигляді суперпозиції частинних розв’язків (2.12):

N(x,t) =
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Підсумовування здійснюється за індексом, що перебігає цілі значення.

Оскільки параметр (i у разі необмеженого тіла може набувати будь-яких значень від –( до +(, замінимо суму за дискретним значенням (i інтегралом

N(x,t) =
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(2.13)

Для визначення невідомих функцій А(() і В(() скористаємося початковою умовою 

N(x,0) = f(x) =
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A(()cos((x) + B(()sin((x)]d(,
(2.14)

а також розкладом функції f(x) в інтеграл Фур’є. Розклад функції f(x) в ортогональній системі тригонометричних функцій є дуже зручним для нашого випадку, оскільки дозволяє шляхом порівняння з виразом (2.14) з’ясувати вигляд коефіцієнтів А(() і В(().

Відповідно до інтегральної теореми Фур’є, функцію f(x), яка є шматково-безперервною усередині скінченного інтервалу й дорівнює нулю поза ним, можна представити у вигляді інтеграла

f(x) =
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де ( – змінна інтегрування усередині інтервалу значень f(x), ( – частоти функцій ортогональної тригонометричної системи, за якими (функціями) розкладається первісна функція  f(().

Із порівняння цього виразу з (2.14) випливає, що

A(() =
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Підставивши ці вирази в (2.13), одержимо:

N(x,t) =
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Скориставшись співвідношенням cos(cos(+sin(sin(=cos((–() і змінюючи порядок інтегрування, запишемо:

N(x,t) =
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Інтегрування по ( можна виконати. Інтеграл Пуассона, що стоїть у фігурних дужках, дорівнює
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Таким чином,

N(x,t) =
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(2.15)

Ми одержали розв’язок 2-го рівняння Фіка в загальному вигляді для довільного початкового розподілу концентрації N(x,0) = f(x).

2.4. Застосування загального розв’язку рівняння дифузії до конкретних умов експерименту

Розглянемо деякі частинні розв’язки 2-го рівняння Фіка для тих початкових і крайових умов, що легко реалізуються експериментально.

2.4.1. Дифузія з нескінченно тонкого шару в необмежене тіло (дифузія

з миттєвого джерела)
Тонкий шар дифузанта, наприклад ізотопу якої-небудь речовини, наноситься на полірований торець зразка, до якого притискається такий само зразок, так щоб під час відпалу дифузія здійснювалася в обидва зразки. Якщо глибина поширення дифузанта у кожен зразок є меншою за розмір зразка, можна вважати, що дифузія здійснюється у два напівнескінченні простори.

Орієнтуємо вісь Х перпендикулярно шару, а точку х = 0 поміщаємо у середину шару, товщину якого позначимо 2h. 
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Вважаючи, що дифузант є рівномірно розподіленим усередині шару, позначимо концентрацію дифузанта у шарі N0.

Таким чином, у нульовий момент часу t = 0 усі частинки, що дифундують, зосереджені в тонкому шарі –h < x < h. Це означає, що функція початкового розподілу концентрації f(() має область визначення –h < ( < h, усередині якої вона має постійне значення N0, а в усій іншій області дорівнює нулю. Повна кількість частинок у шарі
 дорівнює

Q =
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(2.16)

Загальний розв’язок (2.15) дає при цьому такий розподіл концентрації для t > 0:

N(x,t) =
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(2.17)

Користуватися таким розв’язком ще незручно, тому що необхідно знати товщину шару. Оскільки товщина шару в масштабах дифузійної задачі є мізерно малою, для спрощення виразу (2.17) доцільно спрямувати h(0, щоб позбутися інтегрування. 

Кількість частинок дифузанта, що припадає на одиницю площі шару, має залишатися незмінною при h(0. Оскільки вона дорівнює Q = N02h, то, відповідно до математичного формалізму, концентрація N0 дифузанта у шарі має при цьому прямувати до нескінченності. Тоді початковий розподіл концентрації матиме за лімітом характер (‑функції:

N(0,0) = N0((,

N(x,0) = 0.

Крайовою умовою задачі буде

N(((,t) = 0.

Таким чином, ми одержали у площині х = 0 джерело дифузанта «нескінченної» потужності, яке у першу ж мить дифузії вичепується
, тому називається миттєвим джерелом. 

Розподіл концентрації, створюваний цим джерелом, знаходимо, переходячи в (2.17) до ліміту при h(0, попередньо замінивши N0 на Q/2h,

N(x,t) =
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(2.18)

Повна кількість дифузанта Q, що задається в початковий момент часу співвідношенням (2.16), має зберігатися на будь-якій стадії дифузії. Очевидно, для t >0 воно визначатиметься умовою

Q =
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і відповідає площі під кривою N(x,t), зображеною на рис. 2.1 для різних стадій дифузії.

Функція N(x,t) парна, отже розподіл концентрації є симетричним відносно положення джерела. Відповідно до (2.18) концентрація експоненційно спадає у міру віддалення від площини x = 0.
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      Рис. 2.1

Час на рисунку зазначено в реальному масштабі, щоб передати співвідношення між послідовними стадіями дифузії.

Максимальна концентрація для х = 0 із часом зменшується за законом

Nm(t) = 
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Уведемо в розгляд відстань від джерела |xe|, на якій концентрація спадає від максимальної в е разів: N(xe,t) = Nm(t)/e. Вона, очевидно, дорівнює

|xe| = 2
[image: image51.wmf]Dt
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За таким же законом змінюється із часом відстань від джерела дифузії будь-якої площини рівної концентрації, тому кажуть, що поширення дифузанта відбувається за законом x ~
[image: image52.wmf]t

.

Під час поширення речовини з миттєвого джерела його концентрація в довільній точці |х| > 0 має нульове значення як для t = 0, так і для t((, оскільки скінченна кількість частинок розподіляється по нескінченній області. Отже, концентрація у точці х спочатку зростає, досягає максимуму, а потім спадає. Час досягнення максимуму можна знайти, якщо продиференціювати вираз (2.18) за t
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і записати умову екстремуму (N/(t = 0. Звідси

tm = 
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Величина максимуму концентрації дорівнює

N(x,tm) = 
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звідки видно, що чим далі  від джерела знаходиться точка х, тим меншого максимального значення досягає в ній концентрація.

Зі співвідношення (2.20) випливає, що в кожен момент часу t існують дві ділянки кривої розподілу N(x): 

1) ділянка, де |x| <
[image: image57.wmf]2

Dt

; у ній (N/(t < 0, тобто концентрація тут спадає;

2) ділянка, де |x| >
[image: image58.wmf]2

Dt

; у ній (N/(t > 0, – концентрація росте.

Таким чином, відбувається безперервне перекачування речовини від першої ділянки до другої. При цьому межа між ділянками зміщується згодом у бік збільшення х за законом |x| =
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На графіку N(x) (рис. 2.1) області убування концентрації (N/(t < 0 відповідає опукла ділянка кривої, оскільки, відповідно до 2-го рівняння Фіка (2.9), у ній (2N/(x2 < 0. В області зростання концентрації (N/(t > 0 крива N(x) увігнута, тому що в ній (2N/(x2 > 0. Межа між ділянками є точкою перегину кривої N(x), і тут має місце рівність (N/(t = 0. 

Відповідно до рівняння балансу речовини (2.7),
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тому в точці перегину виконується також рівність (j/(x = 0. Як ми вже з’ясували, умова (N/(t = 0 відповідає максимальному за часом значенню концентрації у даній точці. Отже, умова (j/(x = 0 відповідає максимальному значенню потоку.

Таким чином, найінтенсивніше дифузія протікає в місцях із координатами x = (
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До таких же висновків приводить і графічний аналіз кривої N(x) для фіксованого часу дифузії. На рис. 2.2 разом із кривою N(x) наведені залежності dN/dx і d2N/dx2 від координати. Відповідно до 1-го закону Фіка, графік 
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 відображає залежність від координати дифузійного потоку, узятого зі зворотним знаком –j(x). Із графіка видно, що максимального за модулем значення потік досягає в точці перегину кривої N(x). Як ми вже з’ясували, точкам перегину кривої N(x) відповідають координати x =(
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 Рис. 2.2

Згідно з 2-м законом Фіка, графік 
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 відображає координатну залежність швидкості зміни концентрації дифузанта 
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. Із графіка видно, що дифузант іде з областей, де крива N(x) опукла, до областей, де вона увігнута.

Оскільки крива N(x,t) симетрична, усереднене перміщення усіх частинок, що дифундують із миттєвого джерела, має дорівнювати нулю.
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Що ж стосується середнього квадрата переміщення, то він є відмінним від нуля:
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Оскільки інтеграл Пуассона 
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Ми одержали вираз Ейнштейна – Смолуховського для середньоквадратич-ного переміщення ансамблю дифузійно мігруючих частинок, що спочатку були локалізовані в деякій обмеженій зоні. Таким чином, опис дифузійної кінетики у континуальному наближенні узгоджується з її мікроскопічним описом у рамках теорії випадкових блукань.
2.4.2. Дифузія з нескінченно тонкого шару в напівобмежене тіло
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Тонкий шар дифузанта наноситься на поверхню зразка і в процесі дифузійного відпалу поширюється у середину нього. Розмір зразка в напрямку дифузії є набагато більшим за глибину проникнення дифузанта.

Оскільки у цьому разі дифузія відбувається в один бік, а не у два, як у випадку необмеженого тіла, то вираз для розподілу концентрації відрізняється від (2.18) лише відсутністю множника 2 у знаменнику:

N(x,t) =
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Із тієї ж причини є відмінним від нуля середне переміщення всіх частинок дифузанта:
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Середній квадрат переміщення в даному разі, як і у випадку необмеженого тіла, дорівнює 
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Закінчуючи розгляд дифузії з нескінченно тонкого шару, слід зазначити, що вираз N(x,t) отриманий нами для дифузії з миттєвого джерела, коли в будь-який момент часу t > 0 частинки дифузанта не надходять до тіла із площини x = 0, а повністю містяться в його об’ємі. 

Реально ж якщо шар дифузанта нанесено на поверхню тіла (x = 0), то частинки дифузанта якийсь час надходять до тіла при t > 0, що суперечить початковій умові для миттєвого джерела. Лише коли джерело частинок (шар) вичерпається, розподіл концентрації поступово наблизиться до ідеального, що відповідає дифузії з гіпотетичного нескінченно тонкого шару.

Розв’язки 2-го рівняння Фіка (2.18), (2.21) використовують для експериментального вимірювання значень коефіцієнтів само- і гетеродифузії. 

На підставі наведеного аналізу часової й координатної залежності N(x,t) за експериментальними даними про розподіли концентрації, що встановлюються на різних стадіях дифузійних відпалів за фіксованої температури, можна визначити значення коефіцієнта дифузії, якщо побудувати графік залежності lnN = f(x2). Наприклад, згідно з (2.21),

lnN = ln
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отже, із нахилу прямої lnN = f(x2) можна обчислити величину коефіцієнта дифузії D, якщо є відомим час відпалу t (див. табл. 3–6  Додатків).
Для вимірювання залежності N(x,t) використовуються різні методи. Їх можна розподілити на прямі, в яких безпосередньо вимірюється концентрація або кількість речовини (вагові, хімічні, радіохімічні, спектральні, рентгенівські), і непрямі, в яких про концентрацію судять за зміною будь-якої властивості (мікротвердості, електропровідності, магнітних властивостей, періоду ґратки і т. д.).

Серед прямих методів найбільше поширення одержали метод радіоактивних ізотопів і метод локального рентгеноспектрального аналізу
.

2.4.3. Дифузія крізь площину контакту двох напівнескінченних твердих тіл (дифузія із постійного джерела)
Нехай початковий розподіл концентрації дифузанта задано таким чином, що для всіх x ( 0 концентрація є постійною і дорівнює N0, а для всіх x > 0 – дорівнює нулю. На нескінченності ті ж значення концентрації зберігаються за всі t > 0:

	N(x,0) = N0 

N(x,0) = 0 

N(x,t) = N0 

N(x,t) = 0 
	для x < 0,

для x > 0,

для x( –(,

для x(+(.


Тоді із загального розв’язку (2.15) маємо:

N(x,t) =
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Зробивши заміну змінної  z =
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(2.22)

Інтеграл Пуассона 
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, а інтеграл зі змінною верхньою границею відомий у теорії імовірностей як інтеграл імовірності помилок або просто як функція помилок. 

Функція помилок (англ. error function, скорочено erf) визначається виразом

erf w =
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Коефіцієнт 2/
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 нормує функцію помилок на одиницю:

erf ( =
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 EMBED Equation.2  [image: image96.wmf](

)

exp

-

ò

¥

z

dz

2

0

 = 1;   erf (–() = –1;     erf 0 = 0.

Отже, в області визначення –( < w < ( функція помилок набуває значень 

–1< erf w < 1 (рис. 2.3).
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Рис. 2.3

Графік erf w отримано числовим методом, оскільки інтеграл імовірності помилок аналітичними методами не береться. Функція помилок широко використовується для розв’язання багатьох дифузійних задач. Є таблиці значень erf w.

З урахуванням зроблених зауважень одержимо з (2.22):

N(x,t) = 
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Функцію 1–erf  прийнято позначати символом erfc (error function complement – доповнення функції помилок до одиниці: erf w + erfc w = 1). Ця функція визначається виразом:

erfc w =
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–( < w < (;  0( erfc w( 2.   erfc 0 = 1;  erfc ( = 0;  erfc (–() = 2.
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Таким чином, вираз для розподілу концентрації під час дифузії крізь площину контакту двох напівнескінченних твердих тіл набуває вигляду:

N(x,t) = 
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Графічно розподіл концентрації на різних етапах дифузії має такий вигляд:
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Оскільки за весь час t > 0 концентрація у площині поділу x = 0 залишається постійною (рівною N0/2), можна вважати, що дифузія у півпростір x > 0 відбувається з джерела із постійною концентрацією (дифузія із постійного джерела).

Підставивши (2.23) у вираз для дифузійного потоку, знаходимо потік частинок крізь площину поділу:

j(0,t) = –D
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Як випливає із цього виразу, потік крізь площину поділу має нескінченну величину за t = 0 і монотонно спадає, прямуючи до нуля за t((.

За час t через площину поділу проходить така кількість частинок:

Q(t) =
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Цей же результат виходить, якщо обчислити кількість частинок в області x > 0 на момент часу t [площа під кривою N(x,t)]:

Q(t) =
[image: image114.wmf]N

x

t

dx

(

,

)

0

¥

ò

.

Так само, як і за дифузії з миттєвого джерела, у процесі дифузії з постійного джерела будь-яка площина рівної концентрації переміщається уздовж осі Х із часом за законом 

x = 2
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Справді, відповідно до (2.23) або (2.24), N(x,t) = const за умови x/
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= const. Звідки випливає співвідношення (2.25). 

Звідси також випливає, що відношення x /
[image: image117.wmf]Dt

 є безрозмірною змінною, якою зручно користатися в описанні дифузійних процесів. Цією обставиною ми користуватимемося надалі.

2.4.4. Визначення коефіцієнта дифузії з постійного джерела 

за експериментально обмірюваною залежністю N(x,t)

Не слід забувати, що отримані нами залежності N(x,t) є розв’язками рівняння Фіка з постійним коефіцієнтом дифузії. Хоча модель дифузії з постійного джерела отримана для двох напівнескінченних твердих тіл, приведеними у контакт по плоскій межі, реально взаємну дифузію двох тіл не можна коректно описати у межах цієї моделі, оскільки коефіцієнт дифузії при цьому, як правило, залежить від концентрації.

Проте ситуація, коли поверхня твердого тіла є джерелом дифузії постійної концентрації, не є рідкою і реалізується, наприклад, в разі дифузії речовини А з газової фази у тверду речовину В або під час сублімації А з твердого розчину АВ (обернена задача). 

Обмірювані експериментально залежності N(x) для різного часу відпалу за фіксованої температури будують у координатах N/(N0/2) – x. Оскільки функція erfc w є табульованою, її залежність від w відома і може бути побудована у координатах: erfc w – w. Із порівняння графіків
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знаходять залежності x(w) для різного часу відпалу:


[image: image119.wmf]X

x(t )

t 

x(t )

t 

x(t )

t

w

w

0

1

1

2

2

3

3


Оскільки  w = x /2
[image: image120.wmf]Dt

, то за нахилом прямих x(w) для різних t будують залежність x/w від 
[image: image121.wmf]t

.
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Оскільки  tg( = 2
[image: image123.wmf]D

, із нахилу графіка обчислюють коефіцієнт дифузії
.

2.5. Концентраційна залежність коефіцієнта дифузії

Дотепер, розв’язуючи 2-ге рівняння Фіка, ми нехтували можливу залежність коефіцієнта дифузії від концентрації. У ряді випадків, коли концентрація речовини, що дифундує, невелика, таке є допустимим. Тепер ми розглянемо ситуацію, коли знехтувати залежність D(N) не можна.

Розглянемо систему, що складається із двох напівнескінченних твердих тіл А і В, приведених у дифузійний контакт. Взаємна дифузія у такій системі приводить до перемішування компонентів у міру коефіцієнта взаємної дифузії 
[image: image124.wmf]~

D

, який, як правило, залежить від концентрації N, а тому і від координати у міру залежності N(x). 

Друге рівняння Фіка, що описує дифузію в такій системі, є нелінійним і для одновимірної дифузії вздовж осі Х має вигляд:
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(2.25)

із початковими і крайовими умовами:

	N(x,0) = N0 

N(x,0) = 0 

N(x,t) = N0 

N(x,t) = 0 
	для x < 0,

для x > 0,

для x( –(,

для x(+(.


Розв’язати аналітично таке рівняння, тобто одержати явний вираз для залежності N(x,t), практично неможливо, оскільки залежність  
[image: image130.wmf]~

D

(x), як правило, є невідомою. Однак є можливість розв’язати обернену задачу: за відомою залежністю N(x,t) одержати залежність 
[image: image131.wmf]~
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(x), а отже, і 
[image: image132.wmf]~
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(N). Розв’язати цю задачу є корисним, оскільки розподіл концентрації можна виміряти експериментально.

Для розв’язання цієї задачі звичайно застосовують метод Больцмана ‑ Матано. У цім методі використовується заміна змінних у рівнянні (2.25) підстановкою Больцмана 

( = x /
[image: image133.wmf]t

,
(2.26)

яка заснована на тім, що дифузійне поширення речовини із часом відбувається за законом x ~
[image: image134.wmf]t

. Координата і час у цьому разі пов’язані, тому концентрацію можна розглядати як функцію не двох змінних N(x,t), а тільки однієї N( (). 

Після перетворень Больцмана
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одержуємо рівняння

–
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(2.27)

Таким чином, установивши зв’язок між змінними x і t за допомогою підстановки Больцмана (2.26), замість рівнянь у частинних похідних (2.25) ми одержали звичайне диференціальне рівняння (2.27), у якому концентрація є функцією тільки однієї змінної (.

Треба при цьому мати на увазі, що і крайові умови для рівняння (2.25)  мають бути перетворені таким чином, щоб була однозначна відповідність між концентрацією частинок і змінною (.

З урахуванням (2.26) початкові й крайові умови набувають вигляду: 

N(–x,0) = N
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Як бачимо, нова змінна ( задовольняє крайовим умовам нашої задачі. 

Слід наголосити, що підстановка Больцмана застосовна тільки для випадку напівнескінченних тіл, щоб координата будь-якої площини рівної концентрації для всіх t змінювалася за законом x ~ 
[image: image151.wmf]t

. Інакше кажучи, зразок має бути досить великим, щоб дифузія не досягала його країв.

Щоб тепер розрахувати значення коефіцієнта дифузії в деякій площині х1, якій відповідає концентрація N1, досить проінтегрувати рівняння (2.27) за N від 0 до N1
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і перейти від змінної ( до змінних x і t
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Тоді для фіксованого моменту часу маємо:
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(2.28)

Зауважимо, що у правій частині (2.28) стоїть різниця дифузійних потоків крізь площину із концентрацією N1 і площину з нульовою концентрацією.

Оскільки за х(+(  N = 0, а за х(–(  N = N0 = const, то 


[image: image159.wmf]¶

¶

N

x

0

= 
[image: image160.wmf]¶

¶

N

x

N

0

= 0,
(2.29)

тому
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Цей вираз, отриманий Больцманом, покладено в основу розробленого Матано графічного методу розрахунку коефіцієнта дифузії за кривою розподілу концентрації.

Метод Матано полягає в наступному. Будується отриманий експериментально графік N(x) розподілу концентрації одного із компонентів, що беруть участь у взаємній дифузії, для визначеного часу дифузії t. На цьому графіку знаходять координату тієї площини в дифузійній зоні, крізь яку проходять рівні зустрічні потоки компонентів. У такий спосіб визначають початок відліку на осі X, відносно якого сумарний потік речовини обох компонентів дорівнює нулю.

Така умова знаходження координати початку відліку випливає із крайових умов нашої задачі про взаємну дифузію. Справді, якщо в (2.28) інтегрування проводити у всьому інтервалі концентрацій (тобто від 0 до N0), то, відповідно до умов (2.29) на краях дифузійної зони, 
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Таким чином, інтегральний потік у всій дифузійній зоні

j =
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Із цього виразу випливає, що в дифузійній зоні є площина з концентрацією Nм така, що
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(2.31)

Цю площину називають площиною Матано і, взагалі кажучи, вона не збігається із площиною вихідного контакту двох компонентів дифузійної пари. Згідно з (2.31), площина Матано – це площина, крізь яку проходять рівні зустрічні потоки двох речовин.
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	Оскільки графічно величина інтеграла у (2.31) визначається як площа під кривою N(x), координата х = 0 площини Матано має бути розташованою так, щоб площі під кривою N(x) ліворуч і праворуч від цієї площини (заштриховані ділянки на рис. 2.1) були рівними
.
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Рис. 2.1
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Рис. 2.2
	Тепер, коли початок відліку є визначеним, неважко графічно одержати значення коефіцієнта взаємної дифузії у будь-якій точці дифузійної зони, використовуючи формулу (2.30). Наприклад, для концентрації N1 графічним обчисленням одержують значення 
[image: image177.wmf]xdN

N

0

1

ò

 (площа заштрихованої ділянки на рис. 2.2), а також значення 
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 (тангенс кута нахилу дотичної до кривої N(x) у точці, що відповідає концентрації N1). Підставляючи ці значення, а також час дифузії t у (2.30), одержують значення 
[image: image179.wmf]~
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(N1) 
.

Погрішність виміру коефіцієнта взаємної дифузії методом Матано пов’язана головним чином із помилками побудови дотичної до N(x), які можуть бути значними на краях дифузійної зони.

Є різні наближені методи розрахунку 
[image: image180.wmf]~
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(N), засновані на аналітичній апроксимації експериментальної концентраційної кривої або хоча б тієї її частини, де метод Матано приводить до великих помилок (метод Грубе, метод Хелла та ін.)
. 

Залежність 
[image: image181.wmf]~
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(N) поілюстрована на рис. 2.3 на прикладі дифузійних систем Fe–Ni та Cu–Ni. Експериментальні дані щодо концентраційно-залежних коефіцієнтів взаємної дифузії подані у таблиці 8 Додатків.
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Рис. 2.3

Таким чином, залежність коефіцієнта взаємної дифузії від концентрації істотно ускладнює опис дифузійного процесу. Окрім того, процес взаємної дифузії супроводжується цілим рядом супутніх ефектів і тому потребує докладнішого розгляду.
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� Приклади інтегралів Пуассона типу � EMBED Equation.2  ���:    � EMBED Equation.2  ���;   � EMBED Equation.2  ���.


� На одиниці площі шару.


� У першу ж мить дифузії вся речовина з нескінченно тонкого джерела переходить у тіло.


� Докладніше про експериментальні методи одержання залежності N(x,t) буде повідомлено в розділі  4.3.1.


� � EMBED Equation.2  ���;  � EMBED Equation.2  ���=� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���exp� EMBED Equation.2  ���.


� Див. табл. 3–6 Додатків.


� Не слід забувати, що інтегрування ведеться по осі N, а площа під кривою – це площа між кривою і віссю інтегрування.


� Незважаючи на знак «–» у (2.30), � EMBED Equation.2  ���>0, оскільки � EMBED Equation.2  ��� і  � EMBED Equation.2  ��� завжди мають протилежні знаки.


� Докладніше про наближені аналітичні методи розрахунку D(C) див. у [9].
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_1182858724.bin

_1182858009.bin

_1182855958.unknown

_1182855736.unknown

_1176454956.unknown

_1176455153.unknown

_1176455665.unknown

_1176456002.unknown

_1176456182.unknown

_1176456429.unknown

_1176456057.bin

_1176455737.bin

_1176455552.unknown

_1176455632.unknown

_1176455405.unknown

_1176455486.unknown

_1176455211.unknown

_1176455048.unknown

_1176455092.unknown

_1176454989.unknown

_1176454717.unknown

_1176454802.unknown

_1176454901.unknown

_1176454749.unknown

_1176454428.unknown

_1176454458.unknown

_1176454403.unknown

_1148469672.unknown

_1156492637.unknown

_1176378112.unknown

_1176378188.unknown

_1176453915.unknown

_1176454247.unknown

_1176378432.unknown

_1176378539.unknown

_1176378458.unknown

_1176378428.unknown

_1176378125.unknown

_1176378180.unknown

_1176378118.unknown

_1168353766.bin

_1176378012.unknown

_1176378082.unknown

_1176378020.unknown

_1176377990.unknown

_1156880531.unknown

_1156880570.unknown

_1156880576.unknown

_1156493813.unknown

_1148473882.unknown

_1148484194.unknown

_1148567936.unknown

_1148630779.unknown

_1148636881.unknown

_1148749485.unknown

_1149922334.unknown

_1148749325.unknown

_1148635119.unknown

_1148492586.unknown

_1148567857.unknown

_1148492585.unknown

_1148480271.unknown

_1148484192.unknown

_1148484193.unknown

_1148483908.unknown

_1148483675.unknown

_1148483838.unknown

_1148483503.unknown

_1148481227.unknown

_1148482573.unknown

_1148474784.unknown

_1148478714.unknown

_1148474645.unknown

_1148473717.unknown

_1148473719.unknown

_1148473769.unknown

_1148473718.unknown

_1148473715.unknown

_1148473716.unknown

_1148472425.unknown

_1148473714.unknown

_1148472839.unknown

_1148472315.unknown

_1147761177.unknown

_1147938380.unknown

_1147951670.unknown

_1148461582.unknown

_1148461649.unknown

_1148461192.unknown

_1148461256.unknown

_1147960023.unknown

_1147938565.unknown

_1147761232.unknown

_1147938313.unknown

_1147761216.unknown

_1147727593.unknown

_1147759381.unknown

_1147760806.unknown

_1147761123.unknown

_1147759238.unknown

_1147712930.unknown

_1147725352.unknown

_1147639040.unknown

_1147296370.unknown

_1147455665.unknown

_1147622439.unknown

_1147638906.unknown

_1147638907.unknown

_1147638904.unknown

_1147638905.unknown

_1147625973.bin

_1147528044.unknown

_1147621804.unknown

_1147456106.unknown

_1147334322.unknown

_1147423887.unknown

_1147426001.unknown

_1147355901.unknown

_1147335871.unknown

_1147333584.unknown

_1147333594.unknown

_1147297253.unknown

_1146827607.unknown

_1147020545.unknown

_1147293896.unknown

_1147295690.unknown

_1147209197.unknown

_1147020541.unknown

_1147020544.unknown

_1147020532.unknown

_1147020535.unknown

_1146827748.unknown

_1146585569.unknown

_1146814339.unknown

_1146814793.unknown

_1146590194.unknown

_1146582347.unknown

_1146585452.unknown

_1146577215.unknown

